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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo da modelagem de um braco robdtico especifico
com o proposito de entender efetivamente a cinematica e a dindmica de manipuladores
roboticos rigidos. O manipulador robdético estudado é constituido de trés elos/links rigidos
conectados por juntas rotativas que trabalham no plano x-y, possuindo trés graus de liberdade.
O desenvolvimento da modelagem tem inicio com analise completa da cinematica direta de
manipuladores na qual é tratada toda a matematica preliminar necessaria para o estudo
envolvendo manipuladores onde sdo determinadas a posicdo do efetuador e o Jacobiano do
manipulador, seguidos pelo estudo da estatica que mostra o balanco de forgas, momentos e 0s
torques sobre as juntas, vindo na seqiiéncia 0 estudo da modelagem dinamica através da
formulacdo de Lagrange onde sdo considerados os efeitos de inércia, Coriolis, centrifugos e
gravitacionais acarretados aos links quando o manipulador esta em movimento. A modelagem
do manipulador plano de trés graus de liberdade possibilitou o acréscimo do conhecimento
sobre a dinamica de robds manipuladores rigidos, a qual foi possivel destacar que hd um
aumento consideravel na complexidade das equacdes com o aumento de graus de liberdade
envolvidos no manipulador, assim como quando sdo considerados os efeitos gravitacionais,
Coriolis, forca e torque centrifugos, entre outros, que acarreta um acoplamento dindmico
fortemente n&do-linear entre suas articulagdes, implicando em dificuldades na identificacdo de

Seus parametros.

Palavras Chave: 1) Manipulador robético, 2) Modelagem cinemaética, 3) Dindmica de bragos

manipuladores.

vii



ABSTRACT

This work presents a study of the modeling of a specific robotic arm with the purpose
of understanding the kinematics and the dynamics of the manipulators' rigid robotics indeed.
The robotic manipulator studied is constituted of three rigid links connected by rotative joints
that work in the plan x-y, possessing three degrees-of-freedom. The development of the
modeling has beginning with completes analysis of the manipulators' direct kinematics in the
which the whole necessary preliminary mathematics is treated for the study involving
manipulators where are calculate the position of the end-effector and the manipulator's
Jacobiano, followed for the study of the static that shows the balance of forces, moments and
the torques on the committees, in the sequence the study of the dynamic modeling through the
formulation of Lagrange where the inertia effects are considered, Coriolis, centrifugal and
gravity carted to the links when the manipulator is in movement. The plane manipulator's of
three degrees of freedom modeling made possible the increment of the knowledge on the
robots' rigid manipulators dynamics, which was possible to highlight that there is a
considerable increase in the complexity of the equations with the increase of degrees of
freedom involved in the manipulator, as well as when they are considered the effects gravity,
Coriolis, forces and centrifugal torque, among other, that carts a dynamic joining strongly no-
lineal among your articulations, implicating in difficulties in the identification of your

parameters.

Key-words: 1) Robot manipulator, 2) Kinematics modeling, 3) Dynamic of manipulator arms.
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Capitulo-1

INTRODUCAO

Na historia da ciéncia e tecnologia, avangos tedricos e suas aplicagdes praticas
possuem efeitos mutuamente estimulantes. A area da robotica ndo ¢ excecdo. Como novos ¢
mais avancados sistemas roboticos emergem, a exigéncia de melhor desempenho, alta
eficiéncia e menores custos tornam-se mais severos, requerendo assim desenvolvimentos
teoricos em muitas disciplinas. Das areas que envolvem a robotica, uma muito importante ¢ a
de desenvolvimento de formas sofisticadas de manipuladores que realizam movimentos cada

vez mais rapidos e mais precisos.

Os recentes avangos na area de robotica tém conduzido pesquisadores a dedicarem-se
a modelagem de estruturas mais leves, possuindo alta mobilidade e destreza. Um manipulador
¢ descrito por um conjunto de equagdes ndo lineares complexas, onde sofisticadas ferramentas
analiticas sdo necessdrias para entender a sua cinemadtica e dindmica. Com a fungdo de
posicionar e orientar um determinado elemento terminal, que por sua vez, tem a fungdo de
manipular ferramentas apropriadas ao trabalho, os manipuladores descrevem comportamentos
complexos tornando a modelagem de sua dinamica dificil. Esta dificuldade reside em se
deparar com problemas envolvendo acoplamentos de aceleracdes e velocidades entre os elos
do manipulador. Quanto aos acoplamentos, a principio, diz-se que podem estar presentes na
dinamica do manipulador, uma vez que, o movimento de cada um de seus membros afeta os

demais. Em muitas aplicagdes industriais empregam-se manipuladores com elos rigidos.



No presente trabalho sdo desenvolvidas as equagdes da modelagem dindmica para um
manipulador robotico plano com trés graus de liberdade possuindo como elementos de ligacao
dos seus elos, articulagdes sob a forma de juntas rotativas; onde sdo tratados termos
matematicos nao-lineares devidos aos efeitos gravitacionais e de Coriolis, que acarretam um

acoplamento dinamico fortemente ndo-linear entre suas articulagdes.



1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Geral

Entender efetivamente a cinemadtica e a dindmica de manipuladores roboticos rigidos

para o desenvolvimento das equacdes para um manipulador robdtico especifico.

1.1.2 Especifico

Modelagem dindmica de um manipulador robotico plano de 3 graus de liberdade,

usando Lagrange.

1.2 JUSTIFICATIVA

Com o avanco cada vez mais rapido da tecnologia, as industrias dos dias atuais estdo
cada vez mais buscando o aumento da produ¢do, conciliando a satide e a seguranca do
trabalho, bem como a preservagdo do meio ambiente. Esses fatores levam as industrias a
explorarem alternativas como a implantacdo de manipuladores robdticos em suas células
produtivas que podem realizar o trabalho de forma mais répida, eficiente e com maior
qualidade, livrar o trabalho humano em casos que pdem em risco a satide, como por exemplo,
a manipulacdo de materiais radioativos, atividade maritima em altas profundidades ou até

mesmo trabalhos repetitivos.
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Presenciando essa evolucao dentro da industria, o engenheiro mecanico se ver na
necessidade de buscar os conhecimentos relacionados ao funcionamento destas maquinas,

aprofundando seu estudo no desenvolvimento do tema proposto.

1.3 ESTRUTURA DA MONOGRAFIA

Esse trabalho esta dividido em seis capitulos os quais estdo apresentados a seguir:

No Capitulo 1, apresenta-se uma introdugao da pesquisa, os objetivos, as justificativas,
a motivacao para este estudo, a metodologia aplicada bem como a revisdo bibliografica de

trabalhos que abordam o mesmo assunto e a organizagao geral desta monografia.

O Capitulo 2, apresenta toda matematica preliminar que sera utilizada na modelagem

cinematica, bem como a modelagem cinemdtica direta para manipuladores roboticos

envolvendo movimento instantaneo.

O Capitulo 3, esta relacionado ao estudo da estética, fazendo a anélise e o balanco de

forcas e momentos envolvidos nos elos e nas juntas do brago manipulador .

O Capitulo 4, faz-se o estudo da formulacdo Lagrangiana da dinamica do manipulador.

O Capitulo 5, ¢ a se¢do aplicada ao trabalho em si, onde apresenta a modelagem do

manipulador robético plano de 3 graus de liberdade com todas as equagdes desenvolvidas.



O Capitulo 6, apresenta as conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.

1.4 FUNDAMENTACAO TEORICA

Segundo Craig (1986) dinamica de mecanismos ¢ um campo no qual muitos livros tem
sido escritos. Na verdade, pode-se levar anos estudando este campo. No seu livro sdo expostas
formulacgdes de problemas dinamicos visto particularmente para aplicacdo em manipuladores,
em particular, métodos que fazem uso da cadeia em série, natural no calculo envolvendo

manipuladores.

Em Romano (2002) ¢ relatado que o comportamento dinamico de um manipulador
pode ser descrito por um conjunto de equagoes diferenciais, chamadas equagoes dindmicas de
movimento. As equagdes dindmicas de um robd manipulador com » graus de liberdade podem
ser obtidas através do Lagrangeano. A modelagem dindmica de um robo industrial apresenta
termos matematicos nao-lineares, devido a efeitos gravitacionais, coriolis, forca e torque
centrifugos, entre outros, que acarretam um acoplamento dindmico fortemente nao-linear
entre suas articulagdes, implicando em dificuldades na identificacdo de seus parametros, que
exige uso de técnicas de linearizacdo, redugdes de modelos e aproximagdes, com o intuito de

tornar menos complexo e antiecondmico sua estrutura de controle.

Meggiolaro (2005), expde que a geometria serial de um braco manipulador ¢ descrita
por equagdes nao-lineares. Ferramentas analiticas efetivas sdo necessarias para entender a
geometria e o comportamento cinematico do manipulador. Isso representa uma importante e
unica area de pesquisa robotica, desde que a pesquisa envolvendo a cinemadtica e projeto

tenham sido focados sobre mecanismos de muitas entradas, o que requerem sofisticadas
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ferramentas analiticas. O comportamento dindmico de robds manipuladores também ¢é
complexo, quando envolve sistemas espaciais de varias entradas sendo altamente combinados
e ndo-lineares. O movimento de cada junta ¢ significativamente afetado pelos movimentos de
todas as outras juntas. A carga inercial imposta por cada junta varia largamente dependendo
da configuragdo do braco do manipulador, os efeitos das aceleragdes de Coriolis e centrifugas

sdo provenientes quando o brago manipulador move-se em alta velocidade.

Silva (2006) mostra que, o modelo matematico, ou modelo dindmico, do manipulador
desempenha um papel preponderante na simulagdo do movimento, na analise da estrutura do
manipulador e no projeto dos algoritmos de controle. Ele fornece uma descri¢do da relagao
entre as forcas generalizadas (for¢as e torques) aplicadas nas juntas ¢ o movimento do
manipulador. Sao introduzidos dois métodos da mecanica que possibilitam deduzir tal modelo
matematico. Inicialmente, ¢ apresentado a chamada formulacdo de Lagrange, a qual ¢
conceitualmente simples e sistematica. O segundo método refere-se a uma formulagdo

alternativa, conhecida com formulagdo de Newton-Euler, que permite obter o modelo

matematico de uma forma recursiva e computacionalmente mais eficiente.



1.5 METODOLOGIA

1.5.1 Modelagem

O sistema modelado ¢ composto por um manipulador com trés elos rigidos e trés
juntas rotativas. O modelo dindmico € descrito por um conjunto de equagdes diferenciais
chamadas de equagdes de movimento. O Formalismo de Lagrange sdo utilizados no
desenvolvimento do modelo. Ressalta-se ainda o fato de que o problema ¢ tratado com suas
ndo linearidades, sem usar de nenhuma linearizacdo, processo que ¢ utilizado na éarea para
simplificar as equacdes de movimento. Assim, um dos desafios deste trabalho ¢ tratar as

equagdes de movimento sem linearizagdes.

Apresenta-se a seguir as consideragdes para o desenvolvimento deste trabalho:

- O movimento do manipulador se d4 no plano XY;

- As juntas e os seus elos nao sofrem deflexdes;

1.5.2 Levantamento bibliografico

Todo o material foi adquirido através do acervo da biblioteca da FT — UFAM,
pesquisas na internet, apostilas estudadas no curso de especializagdo em Dinamica e controle

de sistemas roboticos (UFAM).



1.5.3 Selecao do contetido

Todo o contetido analisado foi submetido a uma triagem apurada com o objetivo de
resumir e simplificar o trabalho para torna-lo claro e mais simples possivel para facilitar o
entendimento ao leitor, sob énfase a modelagem dindmica de manipuladores robdticos

utilizando a formulagdo de Lagrange.



Capitulo 2 - CINEMATICA

2.1 Matematica preliminar

2.1.1 Posigao e orientagdo de um corpo rigido

O brago de um manipulador pode ser modelado como um sistema de corpos rigidos. A

localizag@o de cada corpo rigido é completamente descrita pela sua posi¢do e orientagao.

A posi¢do pode ser representada pelas coordenadas de um ponto fixo arbitrario no
respectivo corpo rigido. Sendo O. 4y, um eixo coordenado fixo na terra € o ponto O’ um ponto
fixo arbitrario no corpo rigido, como mostra a Figura 2.1. Entdo a posi¢do do corpo rigido ¢

representada, tendo como referéncia o sistema de coordenadas O_yy,. Dado por
X, =(Xg Yo 2) (2-1)

Onde x,, € o vetor coluna 3x1.

/ Corpo rigido

¥
x

Figura 2.1 - Posi¢ao e orientagdo de um corpo rigido.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robética na industria: Modelagem e simulag@o. Dindmica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.
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Para representar a orientagdo do corpo rigido, trés eixos coordenados Xy, yp € Zp S30

anexados ao corpo rigido como mostrado na Figura 2.1.

Esses eixos formam outro sistema de eixos coordenados O’ Xp,yb,2z, 0 qual se move
com o corpo rigido. A orientagcdo do corpo rigido é entdo representada pelas diregdes desses
eixos coordenados, sendo n, t ¢ b os valores unitarios nas dire¢des dos eixos coordenados Xy,
Vb € Zp respectivamente. As componentes de cada vetor unitario sdo as proje¢des no eixo de
coordenadas fixas O.y,, por conveniéncia, combinando os trés vetores juntos e reescreve-se
usando uma matriz Rj3y3:

R= [ll, ta b] (2'2)

A matriz R descreve completamente a orientacdo de um corpo rigido. Com referéncia

ao sistema de coordenadas fixo O_.y,. Note que os vetores coluna da matriz R sdo ortogonais

n'=0 t',=0 b'=0 (2-3)

e temos como comprimento

[n]=1 [t]=1 [b=1 (2-4)

(onde |a| designa a norma Euclidiana de vetor |a | ). Toda matriz cujo vetores

coluna tem comprimento unitario ¢ sdo ortogonais entre si, ¢ tida como uma matriz

ortonormal.
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2.1.2 Transformacao de coordenadas

Seja P um ponto no espago como mostra a Figura 2.2. NoOs representamos as
coordenadas do ponto P como referéncia ao ponto de eixo fixo Oy, por

x=(xyz) (2-5).

Figura 2.2 - Transformagdo de coordenadas.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robética na industria: Modelagem e simulag@o. Dindmica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

A posi¢do do ponto P pode também ser representada com referencias ao sistema de

eixos coordenados fixos no corpo rigido O’-xpypzp, por

X =uvw) (2-6)

A sobrescrigio ° indica que o vetor ¢ definido com referencia ao sistema de

coordenada do corpo. Iremos agora encontrar a relagao entre o sistema de coordenada fixo e o

sistema de coordenada do corpo. A posicao e orientagdo do corpo rigido que é representado
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pelo vetor Xg3x1 € a matriz Rsy3 na se¢ao anterior, agora sao usados para obter, a transformacao
de coordenadas. Como mostra na Figura 2.2, o ponto P pode ser encontrado através dos

pontos O’, A e B representado matematicamente por

OP=00’+0’A + AB + BP (2-7)

onde OP = x ¢ OO’ = xy. Nota-se que os vetores O’A, AB ¢ BP sdo paralelos aos vetores

unitarios n, t e b respectivamente e que seus comprimentos sdo dados por u, v e w. Assim nos

podemos reescrever a expressﬁo acima como:

X=Xp+un-+vt+w.b (2-8)

Isto ¢, da equagdo (2-2) e (2-6), temos:

x=xo+ R x° (2-9)

A equacdo (2-9) descreve a transformagdo de coordenada do sistema de coordenadas

do corpo x" para o sistema de coordenadas fixo x.

Nota-se que essa transformagdo de coordenada ¢ dada em termos de Xy e R, os quais
representam a posi¢cdo e orientagdo do corpo rigido ou sistema de coordenadas do corpo

relativo ao sistema fixo.
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Multiplicando-se ambas os lados da equacio (2-9) pela transposta R' da matriz R,
R'=R'xg+R"R"x" (2-10)
Da equagdo (2-3) e (2-4), o produto da matriz R"R pela regra da mio direita temos:

n'n n't n'b 1 00
R'R=[t'n t't t'b|=|0 1 0 (2-11)
b™n bt b'b 0 0 1

Portanto a equagao (2-10) reduz-se a:
xX’=-R'xg+R".x" (2-12)

A equagao (2-12) a transformacdo de coordenadas do sistema de coordenadas fixo
para o sistema de coordenadas do corpo, que ¢ a inversa da transformagdo original (2-8).
Assim a transformagdo inversa ¢ simplesmente obtida pelo uso da transposta da matriz R.
Portanto, a equagdo (2-11) mostra que a inversa de uma matriz ortonormal ¢ simplesmente

dada pela matriz transposta.
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2.1.3 Angulos de Euler

Na secdo anterior, nds usamos a matriz R3y3 para representar a orientagdo de um corpo
rigido ou um sistema de coordenadas anexado ao corpo. Os elementos da matriz, porém nao
sao independentes, a matriz tem nove elementos no total os quais sdo todos sujeitos as
condigdes de ortogonalidade (2-3) e as condigdes da unidade de comprimentos (2-4) devido a
existéncia destas 6 condi¢gdes temos somente 3 dos nove elementos independentes, em outras
palavras, a matriz representagdo da rotagdo ¢ redundante. Nesta secdo a representacdo da

orientagdao de um corpo rigido que utiliza somente trés variaveis independentes ¢ discutida.

Considerando as trés rotagdes do eixo Oy, mostradas na Figura 2.4. Em primeiro
lugar o sistema de eixos coordenados ¢ rotacionado em torno do eixo z de um angulo ¢ (figura
2.4A), em seqiiéncia temos o0 novo sistema coordenado O_y-y,> € rotacionado em torno do eixo
x” por um angulo 0 (Figura 2.4 B). Finalmente o segundo sistema de eixos coordenados O~ y»
2 € entdo rotacionado em torno do eixo z” por um angulo y o sistema coordenado resultante
O-xbyby € mostrado na figura 2.6C. Os trés angulos ¢, 0, y determinam a orientagdo do
sistema de coordenadas unicamente e sdo chamados angulos de Euler. Os angulos de Euler

sao independentes e podem variar arbitrariamente entre eles.
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A (B) ©

Figura 2.4 - As trés rotacdes usadas para definir os angulos de Euler.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robdtica na industria: Modelagem e simula¢do. Dinamica e
controle de sistemas roboticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

As rotagdes usadas para definir os angulos de Euler para uma dada orientag¢do do eixo
coordenado O_pyb 0s angulos de Euler podem ser determinados como segue; sendo a linha
Ox’ na Figura 2.4 C, a interse¢do entre o plano X,-y, € 0 plano x-y. Esta intersecdo ¢ dada
como a linha dos nds. O angulo y ¢ definido como o angulo da linha dos nés ao eixo xp na
figura 2.4 C, enquanto o angulo ¢ ¢ entre eixo x e a linha das n6s. O angulo 6 ¢ definido como
o angulo entre o eixo z ao z, = z”. Todos os angulos sdo medidas no sentido da mao direita.
Assim os angulos podem ser definidos por uma orientacdo arbitraria de um sistema de eixos
coordenados O_xpybsp relativo ao sistema fixo O.yy,. Note, porém que os angulos de Euler ndo

sdo unicos. Os angulos (¢p + 7, - ¢, ¥ + m) sdo a mesma orientagdo que (¢, 0, y).

Os angulos de Euler sdo variaveis independentes que determinam a orientagdo de um
sistema de coordenadas unicamente. [remos encontrar a matriz rotacdo R que representa as 3
rotagdes consecutivas associadas com os angulos de Euler. Considere a transformacao de
coordenada associada com a rotagdo ¢. As coordenadas x* =[x’, y’, z’]" sdo transformadas
para coordend-las x = [x, v, z]" pela matriz rotacdo Rsy; (¢) a qual é definida como:

x =Ry ($p)X’
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cosp —senp 0
R, (p)=|senp cosp O (2-16)
0 0 1

” —

Similarmente a transformagao de coordenadas de x” = [x”, y”, z”’] para x’ associada

com a rotagao 0 ¢ dada por

x'=Rye(0)X’
onde
1 0 0
R.(0)=|0 cos@ —senl (2-17)

0 sen@ cos@

Finalmente, para rotagdo y, nds temos

x” = RZ”(\V)'Xb

cosy —seny O
R, (y)=|seny cosy O (2-18)
0 0 1

Combinando as 3 transformacgoes

x = Ry()) Re(O) Ryr(y) X (2-19)

Reposicionando as matrizes produto acima temos

R(9,0,y) = R, () Rx(0)Re() (2-20)
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A matriz R(¢,0,y) prover a transformac¢io de coordenada de x” para x. Com o
resultado de equivaléncia entre a matriz de transforma¢ao de coordenadas e a matriz rotacao
discutida anteriormente. A matriz R(¢,0,y) representa a rotacdo do sistema de ordenadas O.yy,

para o sistema coordenado Xy, yp € z, com referéncia ao O.yy,.

2.1.4 Transformag¢des Homogéneas

Nesta secao, sera desenvolvido um método usual para representar a transformagdo
coordenada em uma forma compacta. Trabalharemos na transforma¢ao de coordenada dada
pela equagao (2-9):

x=xp+RxX’ (2-21)

O primeiro do lado direito representa a transformacao de translagdo, enquanto o

segundo termo representa a transformacao de rotagao.

O ponto principal desta se¢do ¢ derivada a uma simples representacio de uma
transformagao coordenada na quais ambas as translagao e rotagdo sdo dada por uma simples

matriz definimos os vetores 4x1 abaixo:

—_ T o< =

Xb

— N e R

€ a matriz 4x4:

(2-22)
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Os vetores X ¢ Xp sao argumentados pela adi¢ao de “1” como o quarto elemento dando
o resultado como um vetor 4x1. A matriz rotacdo R ¢ estendida para uma matriz 4x4 pela
combinagdo com o vetor posicao X, 3x1, com trés zeros e um 1 no quarto corredor. A equagio

(2-21) pode entdo ser reescrita por

X=AX" (2-23)
Assim temos,
X u
R X v
Yi_ ol (2-24)
z W
1 0 0 0 1 1

Note que a matriz Agyq representa ambos a posicao e a orientagdo dos €ixos O-xpybzp.
Os dois termos do lado direito da equacdo (2-21) se¢do reduzidos a um termo Unico na
equacdo (2-23). A transformacdo de coordenada dada pela equagdo (2-23) é dada como uma

transformagao homogénea.

X

Figura 2.5 - Transformagdo de coordenadas consecutivas.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robética na industria: Modelagem e simulag@o. Dindmica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.
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A reducdo da transformagdo homogénea ¢ particularmente vantajosa quando nds

representamos transformagdes consecutivas. Fazendo O”..yc,c ser outro sistema de

coordenada, como mostra a Figura 2.5 e x° sendo as coordenadas do ponto P com referéncia
a0 O” xcyeze €NtAO

x"=xy’ + R’.x° (2-25)

Onde x¢’ € R’ sdo o vetor 3x1 e a matriz 3x3 associada com a transformacdo de x° a

x". Substituindo (2-25) em (2-21), obtem-se

x =Xy + Rxy’ + RR X" (2-26)

Existem agora trés termos no lado direito da equagdo (2-26). Como a transformacao ¢
repetida o nimero de termos no lado direito aumenta. Em geral n transformagdes coordenadas
consecutivas leva a um polindmio de ordem 7 consistindo de (n+1/) termos ndo homogéneos.
A transformacdo homogénea que usa a matriz 4x4 no lado esquerdo, prover uma forma

compacta que representa qualquer transformacdo consecutiva com um simples termo.
Considerando 7 transformagdes consecutivas do sistema 7 de volta ao sistema 0. Sendo A" a

matriz 4x4 associada com as transformacdes homogéneas do sistema i ao sistema i-1; entdo

um vetor posi¢io X" no sistema n é transformado para X° no sistema 0 por

X' =AY AL AL AMXT (2-27)

Assim as transformagdes consecutivas sdo compostamente descritas por um termo

simples.
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A matriz 4x4 tem duas outras propriedades equivalentes que foram discutidas

anteriormente pelas matrizes de rotacao.

A matriz 4x4 representa a posicdo e a orientacdo de um sistema coordenado. E
também representa a transla¢do e rotagdo de um sistema coordenado. Assim, a propriedade
equivalente para matrizes rotagdo mantém-se para matrizes 4x4 na qual ambas as translacdo e

rotacgdo sao envolvidos.

2.2 Modelagem cinematica de bracos manipuladores

2.2.1 Cadeia cinematica aberta

As ferramentas que foram desenvolvidas anteriormente sdo agora aplicadas a

modelagem cinematica de Bragos manipuladores.

Um brago manipulador é basicamente uma série de corpos rigidos em uma estrutura
cinematica. A Figura 2.6 mostra um braco manipulador modelado como uma série de linhas
de corpos rigidos. Tal como elas em série ou estrutura de “/oop” aberta que podemos chamar
como uma cadeia cinematica aberta. A maioria dos rob0s industriais existentes e bracos de
pesquisas sdo cadeias cinematicas abertas ou uma estrutura equivalente. O brago manipulador

discutido neste capitulo sdo todos tratados como uma cadeia cinematica aberta.
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2z Junta

Brago |
Junta i + 1

Extremidacde
Bragon

Cadeia cinematica
aberta

o

Figura 2.6 - Cadeia cinematica aberta.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robdtica na industria: Modelagem e simulagéo.
Dinamica e controle de sistemas roboticos. Curso de especializacio CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

Cada elo, ou seja, “/ink” do membro da cadeia cinematica aberta pode ser numerado
em série de 0 a n, como mostra a Figura 2.6. A base do elo, a qual usualmente ¢ fixado a
referéncia (origem) € numerada como zero por conveniéncia . O elo mais distante ¢ numerado
de n. A performance de um brago manipulador ¢ realizado pelo movimento de um efetuador
anexado ao ultimo elo, nosso primeiro passo ¢ analisar o movimento do Ultimo elo ou

efetuador.

Iniciando, para representar a posi¢do e orientacdo do efetuador nds fixamos um
sistema de eixos coordenados O,.xnynzn no ultimo elo. A localizacdo do sistema de eixo
coordenado ¢ descrito como referencia a outro sistema de eixos Oop.xoyozo, fixado na origem
referencial (o elo base), como mostrado na Figura 2.6. Assim a localizagao do efetuador pode
ser determinada pelo estudo da posigdo e orientagdo de cada link do brago em série da base ao

topo.
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Para isso, nos fixamos um sistema de eixos coordenados em cada elo, determinado

eixo Oixivizi ao elo i. Descreve-se a posi¢do e a orientacdo do eixo Ojxiyizi relativo ao
anterior Oi.jxi-1vi-1, zi.1 usando a matriz 4x4 descrevendo a transformag¢do homogénea entre
esses eixos. A posicdo e a orientagdo do efetuador sdo entdo obtidas pelas transformagdes
homogeéneas consecutivas que vai do ultimo sistema de eixos voltando ao sistema de eixos das
bases admitindo que o brago manipulador assuma ser uma corrente cinematica aberta, nos
podemos aplicar as transformagdes em série para encontrar a localizagdo do efetuador com

referéncias ao sistema de eixos da base.

O movimento relativo dos elos adjacentes ¢ causado pelo movimento das juntas de
conexao dos dois elos. Existe um total de » juntas envolvidas em um brago manipulador

consistindo de (n+1) elos, como mostra a Figura 2.6

Nos nos referimos a junta entre elo i-/ e elo i como junta i. Cada junta é conduzida por
um atuador individual o qual causa o deslocamento da junta. Assim a posi¢do e orientacao do

efetuador sdo determinadas pelo deslocamento da junta » o primeiro passo € encontrar a

relacdo funcional entre a localizagdo do efetuador e o deslocamento da junta.

2.2.2 Notagao de Denavit — Hartenberg

Nesta secdo serd discutida a descricdo da relagdo cinematica entre um par de elos
adjacentes envolvidos em uma cadeia cinematica aberta. A notagdo de Denavit — Hartenberg ¢
introduzida como um método cinematico descrevendo esta relacdo. O método € baseado em
uma representagio por matriz 4x4 da posi¢do e da orientagdo do corpo rigido. E usado um

minimo de parametros para descrever completamente a relagdo cinematica.
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A Figura 2.7 mostra um par de elos adjacentes, elo i-/ ¢ o elo i e suas juntas
associadas, juntos i-/, i e i+/. A linha HiOi na figura ¢ a normal comum entre os eixos das
juntas i e i+1.A relacdo entre os dois elos ¢ descrita pela posicao e orientacao relativa aos dois
sistemas e eixos coordenados anexados aos dois elos. Na nota¢do de Denavit — Hartenberg a
origem do i — eximo sistema de eixos coordenados Oi ¢ locado na intersecdo do eixo da junta

i+1 e anormal comum entre o eixo da junta i e i+/ como mostra a Figura 2.7.

Junta :

Junta i—1 Junta:+1

Figura 2.7 - Notagdo de Denavit-Hartemberg.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robética na industria: Modelagem e simulag@o. Dindmica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

Note que os eixos do elo 7 estdo na junta i+/, o eixo X; ¢ direcionando ao longo da
extensdo da linha da normal comum, enquanto o eixo z; estd ao longo do eixo da junta i+/ e
finalmente o eixo y; ¢ escolhido tal como a resultante que compde os eixos O;.xiyizi formando

uma sistema coordenado de acordo com a regra da mao direita.
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A posi¢do relativa de dois sistemas de eixos coordenados pode ser completamente

determinada pelos quatro parametros seguintes:

» aj, o comprimento do normal comum;

» d;, a distancia entre a origem Oj.; € o ponto Hj;

» qij, o angulo entre a o eixo da junta i e o z; seguinte a regra da mao;

» 0;, o angulo entre o eixo x;; ¢ a normal comum H;O; em torno do eixo z;,

seguindo a regra da mao-direita.

Os parametros a; e o; sdo constantes que sdo determinadas pela geometria do elo a;
representa o comprimento do elo € x; € o angulo de giro entre os eixos das duas juntas. Os

outros dois pardmetros d; e 6; variam com o movimento da junta.

Existem dois tipos de mecanismo de juntas usados em bragos manipuladores: juntas de
revolucdo a qual os elos adjacentes rotacionam entre si em torno do eixo juntos; € a junta
prismatica na qual os elos adjacentes transladam linearmente entre si, ao longo do eixo da
junta. Para junta de revolugdo, o parametro 0; é a variavel que representa o deslocamento da
junta, enquanto d; ¢ a variavel que representa o deslocamento da junta, enquanto O; ¢

constante.

Formulando agora a relacdo cinematica entre os elos adjacentes usando matrizes 4x4 e
utilizando a propriedade equivalente discutida na secdo 2.1, a matriz 4x4 representa a
localizagao dos eixos coordenados i relativo ao sistema de eixos i-/ podendo ser determinado

pela consideracdo da transformacdo de coordenada associada. A Figura 2.8 mostra os dois
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eixos coordenados O;.xjvizi € Oi.1-xi-1vi-1zi-1 € 0 sistema de eixos coordenados intermediario, H;.
<y'z, anexado no ponto Hi. Sendo Xi, X’ e X! vetores posicao 4x1 em Oixivizi; Hixy'z; €
Oi.1-xi-1 vi-1 zi-1, respectivamente. Pela Figura 2.8, a transformagdo de coordenadas de Xi para

X’ ¢ dado por

X'= AMX (2-28)

it
L

Figura 2.8 - Relagdo entre os eixos coordenados adjacentes na notagdo de Denavit-Hartemberg.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robdtica na industria: Modelagem e simulag&o. Dinamica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

Onde

1 0 0 a

m |0 cosa;, —senq,
A = (2-29)

0
0 sena; cosa; O
0 0 0 1

Giro em relacdo ao eixo x. A™ - sistema intermediario.
1
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Analogamente a transformacao de X’ para X;.; ¢ dada por

X" = ANX! (2-30)

int

cosf. —send. 0 O
w1 | sen8, cos6. 0 O
A = (2-31)
0 0 1 d,;
0 0 0 1
Giro em relagdo ao eixo z.
Combinando as equagoes (2-28) e (2-30) chega-se a
XT = ARAMX = AX (2-32)
Onde
cosf. —senl cosa;, senBsenc; a;cosO,
w1 | sen8, cosO.cosa, —cos@sena; a;send,
Al = (2-33)
0 sena, cosq, d,
0 0 0 1

A matriz A" representa a posi¢io e orientagdo do eixo i relativo ao eixo i-/.Como

mostrado anteriormente o primeiro dos trés vetores das colunas 3x1 da matriz A}" contém a

direcao dos co-senos nos eixos coordenados do sistema i , enquanto o ultimo vetor coluna 3x1

representa a posi¢ao da origem Oi.
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2.2.3 Equagdes cinematicas

Usando a notagao de Denavit- Hartenberg foram expressos a posi¢ao e a orientacao do
efetuador como um funcdo do deslocamento da junta. O deslocamento de cada junta €
também o angulo 01 ou a distancia di que dependera do tipo de junta. Em geral denota-se o

deslocamento da junta por qi, o qual ¢ definido como

gi=0; para junta de revolucao

gqi=d; para junta prismatica

A posicao e orientacao do elo i relativo ao elo i-/ ¢ entdo descrita como uma fungao

de gi, usando a matriz A}" (qi).

Para descrever a posi¢do e a orientacdo do ultimo elo com referéncia ao sistema de
eixos da base em func¢do dos deslocamentos das juntas, qi até qn. Como mostrado na Figura
2.9. O bragco manipulador consiste de (n+1/) elos da base até o efetuador, nos quais as
localizagdes relativas dos elos adjacentes sdo representados por matrizes 4x4. Considerando n
transformagdes de coordenadas consecutivas ao longo da série de elos, pode-se derivar a
localizag¢do do efetuador visto do sistema coordenado de eixos da base. Da equacdo (2-27) a

posicdo e a orienta¢do do ultimo elo relativo ao sistema da base sao dadas por

T=A{(q,) A}(q;) A3 (q,)-..AY'(q,) (2-34)

Onde T ¢ a matriz 4x4 que representa a posi¢ao € a orientagao do ultimo elo com

referéncia a base, como mostrado na Figura 2.9. A equagdo (2-34) expde a ralagao funcional
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entre a posicao e a orientagdo com os deslocamentos de todas as juntas envolvidas na cadeia
cinematica aberta. A equagdo ¢ dada como a equagdo cinematica do brago manipulador, e

governa o comportamento cinematico fundamental do brago.

Figura 2.9 - Representacdo da posicdo do efetuador pela matriz 4x4.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robdtica na industria: Modelagem e simula¢do. Dinamica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

Existem muitas exce¢des para as regras da notacdo de Denavit- Hartemberg. Para
definir o sistema coordenado anexado a cada elo, a normal comum entre os dois eixos das
juntas deve ser determinado para o elo. Porém os normais comuns existem tanto para a
extremidade como para base apesar de cada um deles ter apenas somente um eixo da junta.
Para esses dois elos, o sistema de eixos coordenados, ¢ definido como segue, para o ultimo
elo, a origem do sistema coordenado pode ser escolhido em qualquer ponto conveniente no

efetuador, como mostra a Figura 2.10.



Brago n Extremidade

Bragon

Figura 2.10 - Localizac¢do do ultimo sistema
de eixos coordenados

FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A.
Roboética na industria: Modelagem e
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X

Junta 2

Junta 1

2y

Figura 2.11 - Localizacdo do sistema
de eixos coordenados da base.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A.
Roboética na industria: Modelagem e

A orientagdo dos eixos coordenados, porém deve ser determinada ficando o eixo X,

interceptando o eixo da ultima junta em um angulo direito. O angulo o, na Figura 2.10 ¢

arbitrario para o elo da base, a origem do sistema de eixos coordenados pode ser escolhido em

um ponto arbitrario no eixo da junta 1, como mostra a Figura 2.11. O eixo z, deve ser paralelo

ao eixo da junta, enquanto a orientag@o dos eixos x € y em torno do eixo da junta ¢ arbitrario.

Mais adiante, existem duas excecdes referentes aos elos intermediarios entre os elos da

base e o ultimo elo. Onde os eixos da junta do elo intermediario sdo paralelos, a normal

comum entre eles ndo ¢é Unica. A escolha da normal comum ¢é entdo arbitraria. Usualmente

uma das escolhas da normal comum que passa através Oi.j, na Figura 2.7 dessa forma a

distancia d; torna-se zero.
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A outra exce¢do consiste em juntas prismaticas. Para uma junta prismatica somente a
dire¢do do eixo da junta ¢é significativamente, por isso a posi¢do do eixo da junta pode ser

escolhido do arbitrariamente.

Segue abaixo um exemplo para melhor entendimento da modelagem cinematica.

Exemplo 1: O modelo cinematica de um braco manipulador SR-1P

A Figura 2.12 mostra um brago manipulador de 6 graus de liberdade com 5 juntas de

revolugdo e uma junta prismatica, ou SR-1P brago manipulador. Este tipo de estrutura do

braco tem sido usado largamente para robds comerciais € manipuladores de pesquisa. Vamos

agora derivar a equagdo cinematica para este brago.

Ya

Junta 2

Junta1

Ko

Figura 2.12: Manipulador 5R-1P.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robdtica na industria: Modelagem e simulagdo. Dinamica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.
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O primeiro passo da modelagem cinematica ¢ identificar todas as juntas. A primeira
junta, junta 1 € uma junta revoluta, a qual rotaciona todo o corpo em torno do eixo vertical.
Junta 2 ¢ também uma junta de revolugdo em torno do eixo horizontal. Junta 3 ¢ uma junta
prismatica que causa o movimento de transla¢do dos Ultimos 3 elos, aqui a posi¢do dos eixos
das 3 juntas tais escolhida para coincidir com a 4 junta. As ultimas 3 juntas sdo juntas de

revolugdo e seus eixos se interceptarem em um unico ponto W mostrado na Figura 2.12.

Segundo passo € posicionar os eixos coordenados em cada elo do brago. O eixo da
base € escolhido como sendo a superficie da mesa com o eixo zy ao longo do eixo da junta. Os
eixos das juntas 1 e 2 interceptam entre si como mostra a Figura 2.12, o comprimento da
normal comum ¢ zero, e sd3o perpendiculares entre si. Esta direcdo ¢ a dire¢do do eixo x; de
acordo com a notagdo de Denavit-Hartenberg. O segundo sistema de eixos coordenados ¢
também a intersecdo dos eixos das juntas 2 e 3. os eixos das juntas 3 e 4 coincidem sua
normal comum nao ¢ Unica e pode ser escolhido arbitrariamente no eixo. Na Figura 2.12 o
terceiro sistema de eixos coordenados foi escolhido no ponto W assim os trés eixos do
sistema coordenado sdo paralelos aqueles do segundo sistema. Os sistemas 4 ¢ 5 também sao
localizados no ponto W, porque os eixos das juntas se interceptam neste ponto. A origem do
sistema final pode ser selecionada arbitrariamente. Na Figura 2.12 ¢ escolhido um ponto

apropriado no eixo da ltima junta na qual um espago de trabalho sera agarrado.

Os parametros de Denavit-Hartenberg para estes sistemas de eixos coordenados sao
listados na Tabela 1. Note que muitos parametros na tabela sdao iguais & zero. Nos definimos
os sistemas coordenados para tornar a equagdo cinematica simples e somente incluir um

pequeno numero de parametros diferentes de zero.
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A tabela também mostra que a junta variavel (junta 3) é igual ao deslocamento d;, e

que todas as outras juntas variaveis sdo angulos 6.

Link N° ai a; d; 0i
1 -90° 0 lo 0,
2 +90° 0 1 0>
3 0 0 ds 0
4 -90° 0 0 04
5 +90° 0 0 0s
6 0 0 I, 06

Tabela 1: Parametros dos links do manipulador SR-1P.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robética na industria: Modelagem e simulagdo. Dinamica e
controle de sistemas roboticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

A matriz Al"(q,)4x4 pode ser determinada pela substituigio dos pardmetros listados

da Tabela 1, na equagao (2-34).

¢ 0 -5 0
A'®)= s;, 0 ¢ O
e -1 0 |
0 0 0 1
1 00 0
AT@d)= 010 0
000 1 d
000 1
cs 0 s; O
s 0 —c. O
A40 — 5 5
s(0s) 01 0 0
0 0 1

0

0 —c
1

0

0 -s,
0 ¢
-1

0

—s,

Co

0

(2-35)

- o O O
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Onde ¢; = cos(6;) e s; = sen (6,).

A equacgdo cinematica deste braco manipulador ¢ dado por:

T=A1(6) A3(6,) AS(d;)- A(0,) A5(05)- AS(6,) (2-36)

A posicdo e orientacdo T do efetuador ¢ representada como uma fungdo dos

deslocamentos, 01, 0,, d3, 04, 05, 05 das juntas.

2.3 Movimento diferencial

Nas secdes anteriores a posicdo e orientacdo do efetuador do manipulador foram
desenvolvidas em relagdo aos deslocamentos das juntas. O deslocamento da junta corresponde
a uma dada localiza¢do do efetuador obtida pela solugcdo da equa¢do do manipulador. Esta
analise preliminar permite localizar o efetuador do manipulador em uma posi¢ao especifica no

espago.

Nesta se¢do sera abordado ndo somente a localizagdo final do efetuador mais também

a velocidade na qual o efetuador se move.

Em principio, para mover o efetuador em uma direcdo e velocidade especificas, ¢
necessario coordenar o movimento individual das juntas. O foco desta secdo ¢ o
desenvolvimento de métodos fundamentais para realiza¢do de tal movimento coordenado das

multiplas juntas dos manipuladores. Como discutido na se¢do anterior a posi¢do e a
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orientagdo do efetuador sdo diretamente envolvidas aos deslocamentos, por isso para o
movimento coordenado da junta, nés derivamos a relagdo diferencial entre os deslocamentos

das juntas e a localizacdo do efetuador, resolvendo para o movimento individual da junta.

2.3.1 Modelagem cinematica do movimento instantaneo

2.3.1.1 Relagdes diferenciais

Considerando um manipulador plano de 2 graus de liberdade mostrado na Figura 2.13.
Aqui o brago manipulador ¢ locado no plano x¢-yo. A equacdo cinematica que relaciona a

posi¢do do efetuador (x-y) ao deslocamento das juntas (0;,0,) ¢ dada por:

x(0,,0,) =1, cos(8,)+1, cos(b, +6,)
W(6,,6,) =lsen(6,) +1,sen(6, +6,)

(2-37)

Extremidade

Figura 2.13: Manipulador plano de dois graus de liberdade.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robdtica na industria: Modelagem e simulag@o. Dindmica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.
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Nesta secdo, envolve-se os movimentos pequenos do efetuador em torno de uma

posicdo corrente. A relacdo para o movimento diferencial ¢ determinada pela diferenciagio

das equacdes cinematicas. Para um manipulador plano de dois graus de liberdade, a relagao

diferencial ¢ obtida derivando a equagao (2-37), entdo temos

dx=ax(91792)d01+8x(91’92)d02
00, 00,

dy=ay(91’02)d91+ay(91’92)d92
00, 00,

Em forma de vetores as equagdes acima podem ser escritas como:
dx =Jdo
Onde dx e dO sdo vetores de deslocamentos infinitesimais definidos como

dx = [dx dy]" d0 =[de, do,]"

0, 8/
_ o1 P
8/ 8/
Do P

(2-38)

(2-39)

(2-40)

(2-41)

A matriz J compde as derivadas parciais da fun¢do x(0;,0,) e y(6,,02) com respectivo

deslocamento 0; e 6,. A matriz J é chamada de Jocobiano do manipulador. O Jocobiano do

manipulador ¢ a relacdo infinitesimal entre o deslocamento da junta e a localizagdo do

efetuador na posi¢do presente da configuragdo do brago.
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Da equacdo (2-37), a matriz Jacobiano do manipulador plano de dois graus de

liberdade ¢ dado por:

_ ['ﬂsen(@ ) lsent@ 0, ) = hsen(@ = 0, )} (2-42)

N [, cos(6,)+1,cos(6,+6,) [, cos(6, +0,)

Note que os elementos do Jocobiano sdo funcdo dos deslocamentos das juntas e da

configuracdo do brago.

Considerando o instante onde as duas juntas do manipulador plano de 2 graus de

liberdade movem-se com velocidades 6 = 91 ,92 ]T ,esendo v= [)'c, )'/]T o resultado do vetor

velocidade resultante do efetuador. O Jocobiano representa a relacdo entre a velocidade das
juntas e o resultado das velocidades do efetuador, assim como a relacdio da posicao
infinitesimal. Na verdade, dividindo ambos os lados da equag¢do (2-39) por um incremento de

tempo infinitesimal df obtem-se

dx/dt = J-do/dt

que &,
v=J-0, (2-43)

Assim a relacdo da velocidade das juntas e o efetuador sdo determinados pelo

Jacobiano do manipulador.
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Sendo J; e J; dois vetores 2x1 consistindo respectivamente da primeira e a segunda

coluna do Jacobiano (2-42). A equacao (2-43) pode entdo ser rescrita como

v=J,-0,+J,-0, (2-44)

O primeiro termo do lado direito da equagdo ¢ a parcela referente a velocidade do
efetuador induzida somente pela primeira junta, enquanto o segundo termo representa o
resultado da velocidade do movimento apenas da segunda junta. A resultante da velocidade
do efetuador ¢ obtida pelo vetor soma dos dois. Cada vetor coluna da matriz Jacobiano
representa a velocidade do efetuador gerada pelo movimento da junta correspondente na

velocidade unitaria onde todas as outras juntas estdo imobilizadas.

2.3.1.2 Rotagdes infinitesimais

Na secdo anterior trabalhaou-se com um manipulador plano simples e foi analisada a
translacdo infinitesimal e a velocidade linear do Ultimo ponto (efetuador). Para generalizar o
resultado, ¢ necessario incluir a rotag¢do infinitesimal e a velocidade angular para um brago

manipulador espacial geral.

Anteriormente, foram desenvolvidas ferramentas matematicas para representar a
orientagdo espacial de um corpo rigido. Estes métodos utilizam uma matriz rotagdo 3x3 e os
angulos de Euler que se permitiu calcular as rotagdes e orientagdes de angulos finitos. Porém,
rotacdes infinitesimais ou derivadas no tempo de orientagdes sdo substancialmente diferentes
de rotagdes e orientacdes de angulos finitos. Como resultado, os métodos de representacdes de

rotagdes e orientacdes para angulos finitos ndo sdo apropriados quando movimentos
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infinitesimais sao considerados. Nesta se¢do, sera tratada a diferenca entre rotacao finitas e

infinitesimais, ¢ entdo sera desenvolvida uma ferramenta matematica para rotagdes

infinitesimais.

Comega-se entdo reescrevendo a matriz rotagdo 3x3 representando uma rotagdo

infinitesimal d¢x em torno do eixo x:

1 0 0 1 0 0
R, (dg,)=|0 cos(dp,) —-sen(ds)|~|0 1 —dg (2-45)
0 sen(dp,) cos(dp) | |0 dp, 1

de

de
X

Figura 2.14: Rotacdo infinitesimal do vetor.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robética na industria: Modelagem e simulag@o. Dindmica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

Note que, sendo d¢y infinitesimal, cos(ddyx) = 1 e sen(ddy)= d¢x . Para uma rotagdo
infinitesimal em torno dos eixos y e z, similarmente podemos obter a expressdo da matriz da

mesma forma como na equagdo (2-45). Sendo R,(d¢,) uma matriz de rotacdo infinitesimal
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3x3 em torno do eixo; entdo o resultado das rotagdes consecutivas em torno dos €ixos X € y

sdo dadas por

1 0 0 1 0 dg, 1 0 dg,
R (d4,)-R (dg,)={0 1 —dg || 0 1 0 |=|dgdg, 1 dg,
0 dg 1 ||-dg, 0 1 —dg, dg, 1
10 dg,
R,(d¢,)-R,(d¢,)=| O 1 —dg, (2-46)
~d¢, dg, 1

Onde o maior termo d¢.d¢, € desprezado. Agora troca-se a ordem de rotagdo Ry(d¢y)

e Ry(ddy), Calculando a matriz produto da mesma forma que a anterior, encontrando que os

dois resultados sdo idénticos, assim

R, (d9,)-R,(dp,) =R (dp,) R (dg,) (2-47)

Portanto, rotagdes infinitesimais ndo dependem da ordem de rotacdo, em outras palavras, elas
comutam entre si. Em geral, rotagdes infinitesimais em torno de X, y e z mostrado na Figura

2.14 podem ser representadas por

1 -dg. dg,
R(d4,.d¢,.dp.)=| dp. 1 —dp, (2-48)
~d¢, do, 1
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A matriz rotagdo depende somente de 3 angulos infinitesimais, mas ¢ independente da

ordem de rotagao.

Sendo R(d¢,,dg,.dp.) e R(dg,,dp,,d¢.) duas matrizes de rotagdes infinitesimais,

entdo a rotacao consecutiva dos dois campos se da por

I —(d¢. +d¢.) (d¢, +d4,)
R(d¢,.d¢,.ds.) - R(d¢,.d¢,.ds.) =| (df.+dg.) 1 (dg, +d4,)
~(d¢, +dg,) (d, +dg,) 1

R(d¢,.dg,.dp.) R(d¢,.dp,.dp.) =R(dp, +d§,, dp, +d¢,, dp. +dp.) (2-49)

Onde o maior termo ¢ desprezado. Assim o resultado da rotagdo de duas rotagdes
infinitesimais arbitrarias ¢ simplesmente dado pela soma algébrica dos componentes
individuais de cada eixo, em outras palavras, rotagcdes infinitesimais sdo aditivas; esta ¢ outra
importante propriedade das rotagdes infinitesimais. Assim pode-se escrever a rotagao

infinitesimal em torno de trés eixos na forma de vetor

do =|dg,.dg,.dg.[ (2-50)

Em geral, expressdes tal como (2-50) podem ser tratadas como vetores se elas sdo
aditivas e comutativas. Como mostrado acima, rotagdes infinitesimais sao aditivas ¢
comutativas. Tratando, portanto as rotacdes infinitesimais denotada pela expressdo (2-50)
como um vetor, pois, possui todas as propriedades que os vetores no campo que 0s vetores

devem satisfazer. Geometricamente, o vetor rotagdo infinitesimal d¢ pode ser representado
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por uma seta representando o eixo de rotacdo, € o comprimento representa a magnitude da

rotacao.

Deve-se observar que a representacdo do vetor ndo ¢ permitida para rotagdes finitas,

apenas ¢ valida somente para rotagdes infinitesimais.

w2
Q‘"‘ * l#; =\rl2
0
Figura 2.15: Rotacdo de angulos finitos.

FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robdtica na industria: Modelagem e simula¢do. Dinamica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

A Figura 2.15 demonstra que rotagdes finitas ndo podem ser tratadas como vetores. A
caixa retangular ¢ rotacionada em torno de x e y em ordens diferentes. Quando ¢ rotacionada
primeiro em torno do eixo x e depois em y o resultado da orientagdo ¢ dado no topo da Figura
2.15. Se a rotagdo consecutiva ¢ realizada primeiro em y depois em X, a orienta¢do ¢ mostrada
na parte inferior da Figura 2.15, a qual ¢ completamente diferente. Porém, se for representada
a rotacdo individual pelos vetores tridimensionais ¢; € ¢», € usarmos o vetor adigcdo, a

resultante dos vetores correspondentes as duas diferentes ordens de rotagao seria idénticas.

Assim, rotagdes finitas ndo podem ser tratadas como vetores.
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2.3.1.3 Célculo do Jacobiano do manipulador

Nesta secao sera abordado um brago manipulador geral de n graus de liberdade e
calculado o Jacobiano associado ao manipulador com uma translagdo e rotagdo infinitesimais
do efetuador como mostrado na Figura 2.16. A translacdo infinitesimal do efetuador ¢ dada

por um vetor tridimensional dx, e a representagao da rotacao ¢ dada pelo vetor tridimensional

dd)co
Ambos os vetores sdo representados em referéncia ao sistema coordenado de eixos da

base Oy.Xgyozo . Por conveniéncia, combina-se os dois vetores e definimos o seguinte vetor dp

six-dimensional

dp = {dx‘*} 2-51)

Xy = Yo

Figura 2.16: Deslocamentos infinitesimais do efetuador gerado pelas juntas individuais.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robética na industria: Modelagem e simulag@o. Dindmica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.
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Dividindo ambos os lados por um incremento de tempo infinitesimal dt, nés obtemos

a velocidade e a velocidade angular do efetuador

\4
p { } (2-52)
(Oe 6x1

Como antes, a velocidade do efetuador e velocidade angular podem ser escritos como

uma funcao linear das velocidades das juntas usando o Jacobiano do manipulador

p=J-q (2-53)
Onde q = [ql,qz,...,qn]T ¢ o vetor velocidade 4 x 1 da junta.

A dimensdo da matriz Jacobiano ¢ agora 6 x n; as primeiras trés linhas de vetores estao
associadas a velocidade linear, v,, enquanto as ultimas trés correspondem a velocidade
angular, @, .Cada coluna de vetor representa a velocidade linear e a velocidade angular
geradas pela junta individual correspondente, para determina cada vetor coluna da matriz
Jacobiano como fung¢do das parametros do elo e da configuragdo do brago, admite-se Jy; € Ja;
vetores coluna 3x1 como sendo o Jacobiano da matriz associada com as velocidades linear e

angular, respectivamente isto ¢, divide-se a matriz Jacobiano, assim tem-se

Qo
Il

{JL, Jio o JLD} (2-54)
Ja Jo = I,

Usando o Jyi;, pode-se escrever a velocidade linear do efetuador como
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Ve =Juq, +J,49, +..+J.,q, (2-55)

Se a junta i for prismatica, ela produz uma velocidade linear no efetuador na mesma

direcdo do eixo da junta. Sendo bi.; o vetor ao longo da dire¢do do eixo da junta i, como

mostra na Figura 1.16 ¢ d., a velocidade escalar da junta nesta dire¢io, entdo obtem-se

Jqui = bi—ldi (2-56)

Nota-se que na notacio de Denavit — Hartenberg a velocidade da junta d, ¢ medida
ao longo do eixo z;.;. Se a junta é de revolucdao, como mostrado na Figura 2.10, ela rotaciona

doelo i ao n em uma velocidade angular @; dada por

o =b._0 (2-57)

Essa velocidade angular produz uma velocidade linear no efetuador. Sendo rie 0
vetor posi¢do de O;; ao efetuador, como mostrado na Figura 2.16, entdo a velocidade linear
gerada pela velocidade de angular @; ¢ dada por

JLiqi =0; XK. = (bi—l X ri—l,e) -0 (2-58)

Onde a x b representa o vetor produto de dois vetores a e b.
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Assim a velocidade do efetuador ¢ determinada também pelas equagdes (2-56) ou (2-

58) dependendo do tipo de junta.

Similarmente, a velocidade angular do efetuador pode ser expressa como uma

combinagdo linear dos vetores coluna Ju; na equacio (2-54),
w0, :JAlql +JA2q2 +"’+JAnqn (2-59)

Quando a junta i ¢ uma junta prismatica, ela ndo gera velocidade angular no efetuador,

portanto
J.uq;, =0 (2-60)
Se a junta ¢ uma junta de revolucao, a velocidade angular ¢ dada por
J,q, =0, =b,_0 (2-61)

As equagdes (2-56), (2-58), (2-60) e (2-61) determinam todos elementos do Jacobiano

do manipulador. Para resumir:

JLi bi—] . . y L.
= 0 para uma junta prismatica (2-62)

Jui by X1, . ~
= * | para uma junta de revolucao (2-63)
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Os vetores bjq € riq nas expressdes acima sao fungdes dos deslocamentos das juntas.

Estes vetores podem ser calculados usando a transformagdo de coordenadas discutida nas
se¢des anteriores. A dire¢io do eixo da junta i-I ¢é representada por b =[0,0,1]" com
referéncia ao sistema coordenado i-/, porque o eixo da junta esta ao longo do eixo z;.;. Esse
vetor b pode ser transformado em um vetor a qual esta definido com referéncia ao sistema

coordenado da base, que ¢ by, usando a matriz rotagdo 3x3 R¥'(¢,) como:

b, =R{(q,) R}(@,) - R{1(q,,)-b (2-64)

O vetor posicao riy, pode ser computado pelo uso da matriz 4x4 A}f'l (¢,) -Sendo X1,

o vetor 4x1 argumento de Ii.1,e, € X = [O, 0,0, l]T o argumento do vetor posicao representando

a origem desse sistema coordenado, entdo a posi¢do do vetor riq. ¢ derivada de

Xine =A1@,) AL@,) A (@) X—AN(@,) A3(@,) - AT(Q) X (2-65)

Onde o primeiro termo refere-se ao vetor posi¢do da origem Og ao efetuador e o

segundo termo e de Op a O;.;.
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Exemplo 2: Manipulador de 3 graus de liberdade em coordenadas polar.

o

Xy

Figura 2.17: Manipulador de 3 graus de liberdade de coordenadas esféricas.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robdtica na industria: Modelagem e simula¢do. Dinamica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

O exemplo que se segue mostra o calculo do Jacobiano do manipulador.O esqueleto da
estrutura de um manipulador é mostrado na Figura 2.17. Os deslocamentos das juntas 0;, 0, e
03 definidas na Figura 2.17 sdo equivalentes a coordenadas polares; portanto esse manipulador
¢ chamado um manipulador de coordenada polar. Para encontrar a matriz Jacobiano, sera
iniciada pela determinacdo das direcdes dos eixos das juntas. Da Figura 2.17 esses sdo dados

por

0 -, s,
b, =0 b, =| ¢ b, =|s,s, (2-66)
1 0 C,
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Para juntas de revolu¢do, € necessario encontrar o vetor posi¢ao ri.je sao eles

r,.=d;-b,
’ (2-67)
Y. =l -b,+d;-b,
Substituindo as equagdes (2-66) e (2-67) em (2-54), (2-62) e (2-63),
[d,s;s, dicc, ¢s, |
d,c;s, disic, 5,5,
0 —d
J= 2 ©2 (2-68)

0 -,
0 c
1 0
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Capitulo 3 — ESTATICA

O contato entre o manipulador e 0 meio ambiente resulta numa interagdo de forgas e
momentos na interface manipulador/meio ambiente. Nesse capitulo serdo focados as forgas e

0s momentos 0s quais agem no brago manipulador quando ele estd em repouso.

Cada junta do braco manipulador ¢ conduzida por um atuador individual, os torques
correspondentes de entrada sao transmitidos através dos elos do brago ao efetuador, onde a
forga resultante ¢ o momento aplicado no ponto final do manipulador ¢ um dos maiores
assuntos discutidos neste capitulo. Esta relagdo de entrada e saida ¢ de fundamental

importancia no controle de um brago manipulador.

A relagdo entre a forca e os momentos aplicados pelo meio externo e a deflexao
resultante dos elos do brago também sdo discutido neste capitulo. Se um manipulador ¢ usado
para carregar um objeto pesado pelo seu ponto final ou se uma larga forga ¢ aplicada no
efetuador, o ponto final do bragco manipulador ira defletir. A magnitude desta deflexdo ¢
diretamente determinada pela rigidez do braco manipulador. A rigidez do ponto final ¢ uma

importante caracteristica que determina a resisténcia e precisao do manipulador.

3.1 Analise de forca e momento

3.1.1 Balango de for¢as ¢ momentos

Nesta se¢do, serdo obtidas as equagdes bdsicas que governam o comportamento

estatico de um brago manipulador.
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Zic1

Junta
rx' 1.4
Niow —f,, Juntai+1
\ Brago i A
e’ Ci N
G )
" L Y -
C’:’—1‘
L / 0,
Bragoi+1

A \
m‘-g
Zp 1

“ Atuador i

o, )

Yo Ti
Xy

Figura 3.1: Forgas e momentos atuando no elo i.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robdtica na industria: Modelagem e simulag@o. Dindmica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

De acordo com a Figura 3.1 destaca-se:

C; — centro gravidade do elo i;
m; — massa do elo i3
fi.1,i — forca que o elo (i-1) exerce sobre o elo i;

Ni.1,i— momento que o elo (i-1) exerce sobre o elo 1.

Primeiramente pode-se considerar o diagrama de corpo livre de cada elo individual
incorporada a uma cadeia cinematica aberta. A Figura 3.1 mostra as for¢as e os momentos
agindo no elo i, o qual ¢ conectado ao elo i-/ e o elo i+/ pela junta i e junta i+/,
respectivamente. A forca linear atuante no ponto O, que ¢ a origem do sistema de
coordenadas O;.i- xi.1 vi-1 zi-1, € denotado pelo vetor fi.;;, onde a forca ¢ exercida pelo elo da
primeira subscricdo atuando sobre o elo da segunda subscri¢do. O vetor fi;;; portanto

representa a forca aplicada ao elo i+/ pelo elo i. A forga aplicada no elo i pelo elo i+/ ¢
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entdo dada por —fi ;. A forca da gravidade atuando no centroide C; e denotada por m;g , onde
m; ¢ amassadoeloieg ¢éo vetor 3x1 representante da aceleragdo da gravidade. O balango

linear de forgas ¢ entao dado por
YF=0=f_,—f

i tMg=0, i=1..n (3-1)

Note que todos os vetores sdo definidos como referencia ao sistema de coordenadas da

base Og-xov0z0-

Na seqiiéncia inicia-se o balangco de momentos. O momento aplicado ao elo i pelo elo

i-1 ¢ denotado por Ni.1; e portanto o momento aplicado ao elo i pelo elo i+7 € Njj+1 .

Brago n

Lf"'-.nf‘l

Ambiente
(Brago n+1)

i=n

Figura 3.2: For¢as e momentos exercidos pelo elo da base e o meio ambiente.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robdtica na industria: Modelagem e simulagdo. Dinamica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

Mais adiante, as forgas lineares fi.1; € -fii+1 também causam momentos em torno do

centroide C;. O balanco de momentos em relagdo ao centroide C; ¢ entdo dado por

ZM =0 =N i —Nia — (ri—l,i g )% fi—l,i + (_ri,ci)x (_fi,i+1) =0, i=L.,n (3-2)

i,i+1
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Onde ri4, ¢ o 3x1 vetor posicdo de origem O;; até o ponto O; com referéncia ao
sistema coordenado da base, e ri representa o vetor posicdo de origem no ponto O; ao
centrdide Ci. A forga fi.1; € momento Ni.y;, s30 chamados o par de forgas e momento entre os
elos adjacentes i e i-/.Quando i=/, o par de forcas e momento sdo fy; e Noi. Esses sdo
interpretados como a reagdo de forga ¢ momento aplicado a base do elo com o qual o elo do
bracgo ¢ fixado (veja Figura 3.2). Quando i = n, o par de forcas e momento torna-se Fypn+1 €
Ny, n+1. Como mostra a Figura 3.2, onde o efetuador (que é, o elo n) em contato com o meio,
as reacdes de forca e momento agem no ultimo elo. Por conveniéncia serd considerado o meio
como um elo adicional numerado n+1 e ¢ representado pela reagdo de forca e momento por -

fon+1 € —Nn, n+1, respectivamente.

As duas equagdes acima podem ser descritas para todos os elos exceto o elo da base, i
=1, ..., n.0O total de equagdes vetoriais derivadas é entdo 2n, considerando o nimero de pares
de for¢as e momentos envolvidos que ¢ 2(n+1). Portanto dois pares de forcas e momentos
devem ser especificados; caso contrario, as equagdes nao podem ser resolvidas. O par final de
forca e momento, fyn+1 € Npn+1, S30 a for¢a e 0 momento que o brago manipulador aplica no
meio. Para tudo sair perfeito, o brago manipulador precisa acomodar esta forca ¢ momento,
assim nds especificamos este par de forgas e momento, e resolvemos simultanecamente as
equagdes por conveniéncias combinam-se a forca Fypn+1, € 0 momento Ny a1 para definir o

vetor six-dimensional seguinte,

fn n+1
F * (3-3)

n,n+1
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Figura 3.3: Par de for¢as e momento da junta para uma junta prismatica.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robdtica na industria: Modelagem e simula¢do. Dinamica e
controle de sistemas roboticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

A Figura 3.3 mostra o par de forgas e momento para uma junta prismatica nds

chamaremos F o vetor for¢ca e momento do ponto final ou simplesmente for¢a no ponto final.

3.1.2 Torques equivalentes nas juntas

Nesta secdo iremos derivar a relagdo funcional entre os torques de entrada exercidos
pelos atuadores e a forga resultante no ponto final. Nos assumimos que cada junta é
movimentada por um atuador individual que exerce um torque ou forca entre os elos

adjacentes. Sendo 7; 0 torque que movimenta ou for¢a exercida pelo i — eximo atuador da junta

Para uma junta prismatica, a forca atuante 1; ¢ uma forga linear exercida ao longo do
eixo da junta i-/, como mostrado na Figura 3.3. Assumindo que o mecanismo da junta ¢ sem
atrito, pode-se descrever a for¢a t; da junta para o par de forgas linear fi.;, entre os elos i-/ e i
por

T; =biT—1 £,

i-Li

(3-4)
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Onde b;.; representa o vetor unitario na direcio do eixo da junta e a’ b representa o
produto interno dos vetores a ¢ b. A equacao (3-4) mostra que o atuador deve portar somente
a componente fi;; a qual estd na direcdo do eixo da junta e que as componentes em todas as
outras diregdes sdo suportadas pelo estrutura da junta. Estas componentes do par de forgas sao

forgas internas, as quais nao produzem trabalho.

Para junta de revolucdo, t; representa um torque atuador de movimento. Este torque
atuador ¢ balanceado com o par de torques de Ni.1; 0 qual estd na direcdo do eixo da junta:

T; =biT—l -N;

i-1,i

(3-5)

Outras componentes do par de torques Ni.1,i sdo surgidas pela estrutura da junta. Estes

ndo realizam trabalho.

No6s podemos combinar todas as forgas das juntas e torques para definir o n-vetor dado

por

T = [1'1 T, ...TH]T (3-6)

Chama-se t de torque e vetor forca da junta ou simplesmente torques das juntas. Os
torques das juntas representam os atuadores de entrada para o elo do brago. A relacdo entre os
torques das juntas t e o vetor for¢a F no ponto final ¢ expresso pelo seguinte teorema:
Teorema

Assumir que o mecanismo da junta ndo possui atrito, entdo os torques T da junta que

sdo requeridos para equilibrar uma forca arbitraria F sdo dadas por
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t=J"F (3-7)

Onde J ¢ o Jacobiano do manipulador 6xn que relaciona um deslocamento

infinitesimal da junta dq ao deslocamento infinitesimal do efetuador dp:

dp=Jdq (3-8)

ox

=N

mr+ 1

Figura 3.4: Deslocamentos virtuais do efetuador e individual das juntas.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robdtica na industria: Modelagem e simula¢do. Dinamica e
controle de sistemas roboticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

Note que os torques nas juntas acima, Figura 3.4, n3o considera os torques da
gravidade ou quaisquer outros torques. Sao estes torques que balanceiam a forca e 0 momento
do efetuador. Chama-se T na equagdo (3-7) os torques equivalentes correspondentes a forga F'

do ponto final considerado.

Prova do teorema

O teorema pode ser provado usando o principio do trabalho virtual. Considerando um
deslocamento virtual em uma junta individual, 8q;, ¢ no efetuador, dx, e 0®. como mostra a

Figura 3.4. Deslocamentos virtuais sdo deslocamentos infinitesimais arbitrarios de um sistema
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mecanico conforme sua geometria. Deslocamentos virtuais sao diferentes dos deslocamentos
atuais, os quais devem somente satisfazer a geometria e ndo ter que interferir em outras leis do
movimento. Para distinguir o deslocamento virtual do deslocamento atual, usa-se a letra grega
0 que representa d. Assume-se que o torque da junta T; (i=/, ...,n) e a for¢a e 0 momento no
ponto final —f,n+1 € —Npn+1, agindo no manipulador enquanto as juntas e o efetuador sdo

deslocados. Entdo o trabalho virtual realizado por estas for¢as € momentos ¢ dado por

dWork = 1,8q, +...+1,8q, —f'

n,n+1

dx, —N!

T 0@, ou d3Work =1'8q-F'dp (3-9)

De acordo com o principio do trabalho virtual, o brago esta em equilibrio se, e
somente se, o trabalho virtual 3Work desaparecer para um deslocamento virtual, forcado ao
ajuste da geometria. Observe que os deslocamentos virtuais dp ¢ dq ndo sdo independentes
mas sdo relatados pelo Jacobiano do manipulador a se ajustar a geometria for¢cada imposta

pelo brago. Usando a equacao (3-8) pose-se escrever a equagdo (3-9) como

dWork = 178q—F"Jaq = (t-J"F)' 8q (3-10)

A expressdo acima envolve somente 8q, a qual representa as variaveis independentes

para um deslocamento admissivel geometricamente.
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CAPITULO 4 —- DINAMICA

Neste capitulo, sera analisado o comportamento dindmico do braco manipulador. O
comportamento dindmico ¢ descrito em termos da razdo de tempo de mudanca da
configuragdao do brago em relagdao ao torque exercido nas juntas pelos atuadores. Esta relagao
pode ser expressa por uma forma de equagdes diferenciais chamado de equagdes diferenciais
do movimento, que governam a dindmica em resposta a entrada dos torques das juntas do

brago.

Dois métodos podem ser usados em principios para obter as equagdes do movimento.
A formulagdo de Newton — Euler e a formula¢do de Lagrange. A formulacdo de Newton —
Euler ¢ derivada da interpretagdo da segunda lei do movimento de Newton a qual descreve o
sistema dindmico e termos de for¢a e movimento. As equagdes incorporam todas as forgas e
momentos agindo em um elo individual do bracgo, incluindo o par de for¢cas e momentos entre
os elos. As equacdes obtidas pelo método de Newton — Euler inclui as reagdes das forgas e

momentos entre os elos adjacentes.

Assim, as operagdes aritméticas de soma que sdo requeridas para eliminar estes termos
e obter a relag@o explicita entre os torques das juntas e a resultante do movimento em termos
dos deslocamentos das juntas. Na formulagdo Lagrangiana, por outro lado, o comportamento
do sistema dindmico ¢ descrito em termos do trabalho e energia usando coordenadas
generalizadas. Todas as for¢cas que ndo exercem trabalho sdo automaticamente eliminadas
neste método.

As equagdes resultantes sdo geralmente compactas e providas uma expressdo de

forma-fechada em termos dos torques e deslocamentos das juntas.
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As equagdes de movimento dos manipuladores sdo basicamente as relagdes entre os

torques de entradas nas juntas e o movimento de saida, isto ¢ 0 movimento dos elos do brago.

4.1 Formulacido Lagrangiana da dinimica do manipulador

4.1.1 Dinamica Lagrangiana

Sendo qq,..., qn coordenadas generalizadas que localizam completamente um sistema
dindmico. Nomeando T e U como a energia cinética total e a potencial respectivamente

alojadas no sistema dinamico, o Lagrangeano L ¢ definido por

L(q;,q;,)=T-U (4-1)

Note que, as energias cinéticas e potencial sdo fungdes de qie q, (i = 1,...,n).

Usando Lagrange, as equag¢des de movimento do sistema dinamico sdo dados por

d oL OJL
4oL L _g, (4-2)
dt 6q; Oq,

Onde Q; ¢ a forca generalizada correspondente a coordenada generalizada q;. A forga
generalizada pode ser identificada pela consideragdo do trabalho virtual feito pela forca nao

conservativa agindo no sistema.
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4.1.2 O tensor de inércia do manipulador

Nesta se¢do e na secdo seguinte, derivam-se as equagdes do movimento de um brago
manipulador usando Lagrangeano. Iniciando pela derivada da energia cinética alojada em um
elo individual do braco. Como mostrado na Figura 4.1, sendo v, € ®; vetores velocidade 3x1
do centroide e o vetor velocidade angular com referéncias ao sistema coordenado da base, o

qual ¢ um referencial inercial. A energia cinética do elo i entdo dada por

T, :lmivf

i i Vi +lmiTIimi (4-3)
2 2

¥
xg 0

Figura 4.1: Velocidade do centroide e velocidade angula do elo i.
FONTE: MEGGIOLARO, Marco. A. Robética na industria: Modelagem e simulag@o. Dindmica e
controle de sistemas robdticos. Curso de especializagdo CPG/FT-UFAM, 2005. Apostila.

Onde m; é a massa do elo e I; ¢ a matriz 3x3 tensor de inércia do centroide expressa
em coordenadas da base. O primeiro termo da equagdo acima representa a resultante da

energia cinética referente ao movimento e translagdo da massa m;, enquanto o segundo
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representa a energia cinética resultante da rotagdo em torno do centroide. A energia cinética

total alojada em todos os elos do brago e entdo dada por

T=)T, (4-4)

A energia ¢ adicionada.

A expressdo para energia cinética € escrita em termos da velocidade linear e
velocidade angular de cada elo, os quais ndo sdo varidveis independentes como mencionados
na secdo anterior. Pode-se agora reescrever as equagdes acima em termos de uma

configuragdo independente e completa em forma de coordenadas generalizadas,

denominaremos deslocamento das juntas de q = [ql Y ]T :

No capitulo 2, foram analisadas a velocidade linear e a velocidade angular do
efetuador em relagdo as velocidades das juntas. Pode-se empregar o mesmo método para
calcular a velocidade linear e a velocidade angular de um elo individual, considerando o elo

como sendo um efetuador.

Renomeando, os subscritos n e e pelo i e ci, respectivamente, nas equagdes (2-55) e

(2-59), obtém-se

va =d0a, +..+30q, =30
(i) (i), M) (4-5)
o, =J4q, t..+J,q;, =J,'q

Onde J (L‘} eJ ﬁ;j sd0 0 - eximo vetor coluna 3 x n, Jacobiano das matrizes J (Li) ed Ei) , para as

velocidades linear e angular do elo i, respectivamente, denominando,
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O.J0 0.0] w6
039 0.0]

Note que, sendo o movimento do elo i dependente somente da junta 1 até i, e a coluna

de vetores sao 0 (zeros) para j > i. Das equagdes (2-62) e (2-63) cada vetor coluna ¢ dado por

30— b, Para uma junta prismatica
Yolb i1 XToe Para uma junta de revolugdo
’ (4-7)
50 0 Para uma junta prismatica
A b i1 Para uma junta de revolugdo

Onde ro. € o vetor posicdo do centrdide do elo i referenciado no sistema de

coordenadas da base, e bj.; € o vetor unitario 3x1 ao longo do eixo da junta j-1.

Substituindo as expressoes (4-5) nas equacdes (4-3) e (4-4) temos:

n

1 . . g, . . N 1. .
T=2 (miqTJi')TJ(L')q+qTJ£?T1iJ">q)=EqTHq (4-8)

A
i=1

Onde H ¢ a matriz n x n dada por

H=Y (mJm g0+ g0 g0)

(4-9)
i=1
A matriz H incorpora todas as massas caracteristicas de toda formac¢ao do braco, como

refletido aos eixos das juntas, e ¢ referida como tensor de inércia do manipulador (esta ¢ a

terminologia padrdo, ¢ uma abreviacdo da matriz tensor de inércia do manipulador).
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Movimentos rotacionais sdo descritos pelas equagdes de Euler. Da mesma forma que
para movimentos de translacdo. A descricdo das propriedades da massa para um simples
corpo rigido com respectivas rotagdes em torno do centrdide sdo representadas por um tensor

de inércia, o qual € uma matriz simetria definida por

XX Xy pv4

yx yy yz

[{-». 2+(z—zc>2}pdv —{{(x—xm(y—yc)}pdv iz )+
[{c =2 +(x—x,)* fodv —{J{(y—yc)
(x=xodv  —[{y=r)+ -z pav [{ +

(Z -z )}pdv (4_10)

2
X — Xc )
Onde p ¢ a densidade de massa, X, Yc € Zc s30 as coordenadas do centréide de um corpo
rigido, e cada integral ¢ em relagdo ao volume do corpo rigido v. Pode-se observar que o

tensor de inércia varia com a orientacao do corpo rigido.

Note a diferenga entre o tensor de inércia do manipulador e os tensores de inércia 3x3
de um link individual do brago. A forma ¢ uma composic¢ao do tensor de inércia mais as letras
como componentes. O tensor de inércia do manipulador, porém possui propriedades similares
aos tensores individuais de inércia. Como mostra a equacao (4-9), o tensor manipulador de
inércia € uma matriz simétrica como ¢ o tensor individual de inércia definido pela equacao (4-
10). O quadrado associado com o tensor de inércia do manipulador, representa a energia
cinética do tensor de inércia individual. A energia cinética ¢ restritamente sempre positiva a
menos que o sistema esteja em repouso. A equacdo do tensor de inércia (4-9) ¢ definida
positiva, logo sdo os tensores de inércia individuais. Note, porém que o tensor de inércia do

manipulador envolve a matriz Jacobiano, a qual varia com a configuragao do braco. Por isso o
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tensor de inércia do manipulador ¢ dependente da configuragdo e representa a composi¢ao

instantanea.

Das propriedades de massa de todo conjunto do braco na configuragdo corrente. Deixe
H;; ser o [i,j] componente do tensor de inércia do manipulador H, entdo pode-se reescrever a

equacgao (4-8) em uma forma escalar como

n n

1 ..
T=-) > H,q4, (4-11)

j=1

—

Note que Hj; ¢ uma fungao de qq...., qn.
4.1.3 Derivando as Equagdes de Lagrange do Movimento

Em adigdo ao célculo da energia cinética € preciso encontrar a energia potencial U e as
forgas generalizados para derivar as equagdes de Lagrange do movimento. Sendo g o vetor
3x1 que representa a aceleragdo da gravidade com referéncia ao sistema de coordenadas da
base, o qual ¢ um referencial inercial, entdo a energia potencial alojada em todo armagdo do

braco ¢ dada por

U=>mg'r, (4-12)

i=1

Onde o vetor posi¢do do centroide C; ¢ dependente da configuragdo do brago. Assim a

funcao potencial ¢ uma funcao de qu, ...,qn.
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Entende-se por forgas generalizadas todas as for¢as e momentos agindo nos elos do

brago exceto as forgas gravitacional e forcas de inércia. Considerando a situagdo onde
. T . . .. .
atuadores exercem torques nas juntasT = [‘r],...,'rn] em juntas individuais e uma forca

externa e momento Fey € aplicado no ponto final do brago enquanto em contato com o meio.
Forgas generalizadas podem ser obtidas pelo célculo do trabalho virtual feito por estas forcas.
Na equagdo (2-9), substituindo a forca exercida no ponto final pelo manipulador por uma

forca externa — Fey. Entdo o trabalho virtual ¢ dado por

dWork =1"6q - F

ext

"Joq=(r-J"F,, ) 8q (4-13)

Comparando esta expressdo com uma em termos de forgas generalizados

Q=1[Q,,..,Q,]", dada por

dWork = Q"dq (4-14)

Nos podemos identificar as forgas generalizadas como

Q=1+J'F_, (4-15)

Usando a energia cinética total (4-11) e a energia potencial total (4-12), pode-se agora
derivar as equagdes de Lagrange do movimento. Da equagdo (4-11), o primeiro termo na

equagao (4-2) ¢ calculada como
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d(0T) df< < o dH;
—|=— ==Y H.q, [=YH.{ +> —4q, 4-16
dt(éqi] dt[é “q’J JZI: s JZI: dat ' (+-16)

Note que Hj; ¢ uma fungao de g, ...,qn, €ntdo a derivada no tempo de Hj; € dada por

dH, @, 0H,dq, & OH,

ij .
_ Sy My (4-17)
dt a o0q, dt (T 0q, "

O segundo termo na equagao (3-2) inclui a derivada parcial da energia cinética, dada por:

T o1& 1, @ 0H
S el H.q.q, |=— —q.9 4-18
oq, at(zj_lkz; "‘qlq"] 25 aq, i &19

Sabendo que Hjx, depende de q;. O termo da gravidade de G; € obtido pela derivada parcial da

energia potencial

=2 mg'J} (4-19)

Sendo a derivada parcial do vetor, posi¢ao Iy com respectivo ¢; ¢ a mesma forma que
a i - eximo vetor coluna da matriz Jacobiano Ji; definida pela equacdo (4-5) (4-7).

Substituindo as expressoes (4-16) até (4-19) na (4-2) temos

Z;Hijqj +> > hu 4,4, +G; =Q, i=1,...n (4-20)
pm

j=1 k=1

Onde
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OH, 10H.
hy =——-— ik (4-21)
oq, 2 0q;
c
G, =>mg"J (4-22)
j=1

O primeiro termo representa torques de inércia, incluindo torques de interagdo,
enquanto o segundo termo considera os efeitos de Coriolis e centrifugo, e o ultimo termo ¢ o
torque devido o efeito da gravidade. E importante notar que a interagdo dos torques de inércia
Hijq; (j#i) resulta de elementos fora da diagonal do tensor de inércia do manipulador € que os

torques de coriolis e centrifugo h;, q;q, surgem porque o tensor manipulador de inércia €

dependente da configuracdo. Assim a formulagdo de Lagrange prover as equagdes da

dindmica diretamente.
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Capitulo 5 —- MODELAGEM DO MANIPULADOR
PLANO DE 3 GRAUS DE LIBERDADE

Depois de estudado a dinamica de manipuladores usando Lagrange, permite-se o
desenvolvimento das equagdes para o manipulador robdtico plano de trés graus de liberdade

formado por juntas rotativas conforme mostra na Figura 5.1 a seguir:

Figura 5.1: Manipulador roboético plano de 3 gruas de libertdade.

Posicao do Efetuador

Considerando o manipulador plano da Figura 5.1, o brago manipulador ¢ posicionado
no plano x-y e a equacdo cinemadtica que relaciona a posi¢do do efetuador (x,y) ao

deslocamento das juntas (8; 8, ;) e dada por:

x(6,,0,,0,) =1, cos(6,)+1,cos(6, +6,)+1, cos(6, + 0, +06,)

5-1
y(6,,6,,0,) =1sen(0,)+1,sen(0, + 6,) +l,sen(6, + 6, + 6,) 1)
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O Jacobiano

Para deslocamentos infinitesimais do efetuador deriva-se parcialmente a equagao (5-1)
em fun¢do dos deslocamentos das juntas (6; 6, #;), formando a matriz que representa a
relacdo infinitesimal entre o deslocamento da junta e a localizacdo do efetuador. A matriz

Jacobiano do manipulador J é obtida abaixo

—bs; = 1,8,, =185, 0,81, 13815, 138155
J= (5-2)

Le +1he,, +1¢,,,, L8155 + 158,03 [i¢1,9.3
Onde,

s, =sen(0,); s, =sen(6,+0,); s, =sen(0, +6,+0,)
¢, =c08(6,); ¢, =¢0s(0, +6,); ¢, =cos(6, +0, +06;);

Velocidade dos centroides

No capitulo 2, foram analisadas a velocidade linear e a velocidade angular do
efetuador em relagdo as velocidades das juntas. Pode-se empregar o mesmo método para
calcular a velocidade linear, considerando cada elo como sendo um efetuador, agindo desta
forma calculamos as velocidades lineares dos centréides de cada elo como mostra as equacgoes

(5-3) que se seguem,
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V,, = _%cl:| _ l:_ [, sen(6, )91:| :

L Ver L, cos(6,)6,
V. - %, | _ = l,sen(0, )91 —1.,sen(6, + 0, )91 —1.,sen(6, + 0, )92 _ (5-3)
@ el 100886, +1,, cos(, +0,)0, +1, cos(6, +0,)0, |

V. = Xz | — 115,60, = 1,8,,,0, = 138,360, = 1,8,,,0, —1.35,,,,50, _lc3‘S1+2+303:|
eIl . . . A i i
Vsl 16,0, +1,01,0, + 1501550, +1,0,,0, +1 51,50, +1 50,50,

5.1 Equacdes da dinAmica usando Lagrange
Para determinar-mos o comportamento dindmico do manipulador da Figura 5.1,
descreveremos através da energia e trabalho usando coordenadas generalizadas as equagdes

pelo método de Lagrange. A energia cinética alojada ao sistema ¢ dada pela equacao (5-4).

Energia Cinética:

1 2 1 1 2 1 1 2 1
T=5m1|VCl| +511z312 +Em2|VC2| +5]2a722 +5m3|vc3| +513w32 (5-4)
Onde, [V, ’ Ve, 2, VC3|2 , sdo os quadrados dos moédulos das velocidades lineares dos

centréides de cada elo dadas pelas equagdes (5-5) seguintes.
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2 5252 .
|Vc1| _lclel >

|VC2|2 = 112912 +lc22 (‘91 + ‘92)2 + 211132‘91(91 + 92)005(92) 5 (5-5)

|VC3|2 =207 +12(0,+6,)* +15(0,+ 0, + 6,)* +21,1,0 (6, + 6,)cos(6,) +
+ 201,06, + 0, +6,)cos(8, + 6,)+ 21,1 (6, +0,)(6, + 6, + 6,) cos(6,)

e w;, @, w;,sdo as velocidades angulares de cada elo, dadas pelas equacdes (5-6),

@, =6,+0, ; (5-6)

Os Tensores de Inércia

Os efeitos das massas de cada elo atuam nos eixos das juntas, cada elo tem sua
influéncia sobre cada junta e a matriz tensor de inércia H, incorpora todas as massas
caracteristicas da formacao do brago. A matriz tensor de inércia ¢ uma matriz simétrica onde

seus elementos sao determinados nas equagdes (5-7) a seguir.
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H,, =ml +1,+m|l? + 1% + 20,12 cos(8,)]+ I, +

2+ 12+ 1% + 200, c0s(6,) + 21,1 cos(B, + 0,) + 20,1y cos(B)]+ 1, ;
H,, = ml, + 1, +my[i2 +1% + 21,1% cos(8,) |+ I, ;
H,, = m3lcza +1;
(5-7)
H,, = mzlf2 +m,l 1, cos(0,)+ 1, +
F |12+ 12+ 21,1 cos(8y) + 11, cos(6,) + 11, cos(B, + O) |+ I,

H,, =m, % +11 cos(0, +0)+ LI+ 1,

H,, = m,[’, +m,l_ cos(6,)+ I,

Apoés a determinagdo dos elementos da matriz H, pode-se reescrever a equacdo (5-4) da

seguinte forma:
1 - NP | - . N | )
T= EHHHl +H,,0,6, +EH2292 +H,,0,6, +H,,0,0, +5H22193 (5-8)

Com os elementos da equacdo (5-8) determinados anteriormente da-se inicio ao

calculo da energia potencial inerente ao sistema.
Energia Potencial

Calculamos a energia potencial alojada em toda armagao do brago através da equacao

(4-12), Obtendo:
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U =m,gl  sen(6,)+ ng[llsen(ﬁl )+1.,sen(6, + 06, )]+

5-9
+ m3g[(llsen(l91 )+1,sen(6, +0,) + l;sen(6, +0, + 0, )] (5-9)

Efeitos Gravitacionais

Derivando parcialmente a energia potencial obtem-se os termos relativos aos efeitos

gravitacionais dados nas equagoes (5-10).

G, =m, gl cos(,) +m,g[l, cos(,) +1_, cos(6, +0,)]+
+m,g[l, cos(8,) +1, cos(B, +8,) + 1, cos(6, + 6, +6,)] ;

5-10
G, = m,gl, cos(6, + 6,) + m,g[l, cos(6, +6,)+ 1, cos(6, + 6, +6,)] ; (5-10)

G, =mygl cos(f,+0,+06,) ;

A partir dos célculos anteriores podemos determinar o Lagrangeano do manipulador

plano de 3 graus de liberdade da pela equacao (5-11) abaixo,

L=(6,,6,,0,,0,,6,,0,)=T-U (5-11)

Derivando o Lagrangeano em relacdo ao tempo como mostra a equagdo (5-12),

encontramos as for¢as generalizadas correspondentes as juntas

d L 5L
a0 9L _0. 5-12
dt 56, 56, & -12)
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Onde podemos destacar por meio das derivadas para cada elo os efeitos centrifugos e

de Coriolis apontados abaixo.

Efeitos centrifugos e de Coriolis:

Para i=1,0u seja, elo 1:

d oL
——+G,=0Q 5-13
dt 60, ! ! ( )

d OL . . . . .. . .. .. ..
LCZ-H, 0 +H,,0,+H,.0, —h,(0>+6,0,)—h, (0> +206, +20,0, +6.,6,)
dt 561 1171 12¥2 13Y3 1 2 1Y2 1 2 1Y2 1v3 2Y3 (5_14)

—h, (67 +26,0,)-h,(26,0, + 0,0,)—h (6] + 0,0,)

Onde,
h, =m,l |l ,sen(0,) ;
h, =m;l|[ ;sen(6, +0,) ;
h, =m,l l,sen(0,) ; (5-15)
h, =myl [ sen(6;) ;
hg =myl\l 3sen(0, +05) ;
Para i=2:
d oL

Eg = leél +H22é2 +H23éz _h19192 _hs(éﬂ.z +29293)_h2(9192 +9193)_2h49193 _h69;
2



Onde,

Para i=3:

d JL

dt 56,

hg = m;l 3sen(6;)

H13é1 +stéz +H33é3 _h2(9192 +9193)_h69293

74

(5-16)
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Capitulo 6 - CONCLUSAO

A modelagem do manipulador plano de trés graus de liberdade possibilitou o
acréscimo do conhecimento tanto sobre a teoria de robds manipuladores rigidos, quanto ao
aprendizado de novas técnicas matematicas necessarias ao estudo. O desenvolvimento das
equagdes da dinamica pelo método de Lagrange possibilitou destacar que ha um aumento
consideravel na complexidade das equacdes com o aumento de graus de liberdade envolvidos
no manipulador, assim como quando sdo considerados os efeitos gravitacionais, Coriolis,
forga e torque centrifugos, entre outros, que acarreta um acoplamento dinamico fortemente
ndo-linear entre suas articulagdes, implicando em dificuldades na identificagdo de seus

parametros.

Pode-se apontar como sugestdo para seqiiéncia de estudo e aprendizado sobre robds
manipuladores o conhecimento sobre a teoria de controle utilizada em bragos manipuladores,
iniciado com o controle de torque computado do manipulador robodtico em estudo e aplicando

as equacdes da dinamica desenvolvidas no capitulo 5 deste trabalho.
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